论文：

利用对称优化解题

王建国
（江苏省东台中学224200）

    一道优秀的数学题能体现数学知识、信息与思想方法的合理搭配与有机结合，成为数学对象及其关系在一定逻辑形式下组成的一个关系结构，在教学过程中，适时、适度地引导学生去弄清问题的关系结构，挖掘数学问题中关系结构的和谐性与对称美，既能简化运算，优化解题思路，又能创设数学美的氛围，为教学过程营造轻松愉快的情境，调动学生的兴趣，激起学生的创造热情，是实现“发展学生智力，培养学生能力”的重要手段。

一、熟悉常见的对称关系：

    抓住问题中连接数学元素之间某些对应关系（如相等、互逆、互否、同解等）的对称性，通过互逆关系把对称关系的一端反演到另一端，合理变更问题的结构，使问题的解决明朗化。

    例1： 若函数y = f(x)的反函数为g(x)，且f(a b)=f(a)+f(b).
    求证：g(a + b) = g(a)g(b)

    该题中，“互逆函数”是一对对称关系，如果记g(a)=m， g(b)=n，那么a = f(m)，b = f(n)，这样函数“g”的运算对称地转换成函数“f”的运算，因此a + b = f(m)+f(n) = f(m n)，即m n = g (a + b)，于是要证成立。
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    例2： 方程x-f(x)+2=0与方程
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的解分别是α、β，其中
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是f(x)的反函数，求α+β之值。

    易见，本题中α、β的值是难以求出的，但我们可以借助“曲线与方程”这样一对对称关系把求方程两根之和的问题转化成求两曲线交点的横坐标之和，事实上，α、β可看作直线y = x+2与函数y = f(x)及y = -
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图象交点的横坐标，（如图）记这两点为P、Q，其坐标分别是P（α, f(α)），Q（β, -f-1(-β)），又函数y = f(x)与函数y=-f-1(-x)的图象关于直线y= -x对称（证略），而直线y = x+2与直线y = -x垂直，所以点P与Q关于直线y = -x对称，即有：α=
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，β= - f(α)，又α- f(α) +2=0，所以α+β=-2.

二、挖掘元素表现形式的对称性：

充分挖掘已知、未知或运算推理过程中各量（数式或形）或量之间的表现形式的对称性，实现对问题的改造，集“零散”为“统一”，简化书写，减少运算，使问题向特殊、基本的方向转化。
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    例3：如图,一块长方形木板挖去了两个半径相等并且外切的圆洞,试将此木板锯成等的两块. 
    分析：此问题可抽象为：用一直线把图中的非阴影部分分成面积相等的两部分.
    因为长方形是中心对称图形，对称中心是两对角线的交点，半径相等且外切的两圆图形也是中心对称图形，对称中心是两圆的切点。所以过长方形对角线交点与两圆切点的直线，即为所求作的直线.

    例4、 已知集合
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,若A是单元集，求证：A=B.

    事实上，由A是单元集知，方程f(x)-x=0可化成
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，对方程f[f(x)]= x变换有f[f(x)] - f(x) +[f(x) -x]=0，该等式中“f[f(x)] –f(x)”与“f(x) -x”所呈现出的对称结构非常显著。因此通过配方有
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即f(x) = 
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时f(x) = x成立，因而该方程组的解为x = 
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，所以A=B.

三、创建新的对称关系：

    有时在题目中没有明显的对称关系,通过认真分析题目条件,对命题中的元素作局部对称处理,如添加某些元素或引入一个新的对称结构,使条件汇聚,元素重新组合,促使问题解决.

例5、已知
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的两根，求
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分析：因式
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不是关于
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的对称式，无法直接使用韦达定理，但我们只需添加添加因式
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都是
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的对称式，由此可得：
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    例6、 过椭圆x2/6 + y2/2 =1上的点A
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任作两条倾斜角互补的直线与椭圆交于B、C两点，求证直线BC的斜率为定值.

    本题结构复杂，常规方法求解运算量大，若把A、B、C三点坐标写成参数方程的形式：A（
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cos3π/4，
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sin3π/4），B（
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cosα1，
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sinα1），
C（
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cosα2，
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sinα2），则A、B、C三点坐标呈现出对称形式，可得直线BC斜率KBC =
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由对称性可得直线AB、AC的斜率KAB=
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，KAC=
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，直线AB、AC的倾斜角互补，所以KAB= -KAC，即
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四、实现对称与非对称间的转换：

    对称与非对称构成矛盾的两方面，对称的关系、结构是获取信息的有效途径，而在对称中寻求非对称的“奇异”因素，解题过程重视对称与非对称的辩证关系及相互转化，可收到事半功倍之效.

例7、在
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分析题意不难发现题中A、B、C三个角处于完全对等的地位（对称），若令角C为常量（寻找奇异）问题转化为求
[image: image48.wmf]B

A

sin

sin

+

的最大值，由
[image: image49.wmf]B

A

sin

sin

+

=
[image: image50.wmf]2

cos

2

sin

2

B

A

B

A

-

+

，当且仅当A=B时取最大值,同理固定B角,A=C时取最大值, 固定A角,B=C时取最大值, 因而当A=B=C=60°时, 
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。上述这些过程从分别固定A、B、C三个角到寻求
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的取到最大值的条件，体现了打破原有的的对称关系而建立新对称关系的过程，体现了“对称美”与“奇异”的辩证关系及其相互转化.

    事实上，“对称”是数学问题中普遍存在的自然规律，教学过程中，抓住对称关系，优化问题结构，数形迁移发现对称美，驾简驭繁理解对称美，是激发学生探索热情并成功地解决问题的关键之一.
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